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We give geometrical characterization of Banach spaces W such that every
representable operator from L'(x) into W admits a best approximation in the
space of compact operators. This is the case if W = ['(I), W = C(2),or Wisa
uniformely convex Banach space. In the dual situation we study the existence of
best compact approximation for operators from a Banach space V into C(£2).
Such approximations exist if Vis [7, 1 < p < o, We study also the existence of
best approximation in the set of operators of a given finite dimensional range for
representable operators from L'(x) into a Banach space W. The problem is
solved when there is a norm one linear projection from W” onto W. As to opera-
tors with values in C(Q), it is proved that if V' = /7, 1 < p < o, then every
operator in Z{V, C(£2)] has a nearest point in [V, C(£)].

INTRODUCTION ET NOTATIONS

La théorie de la meilleure approximation des opérateurs bornés par des
opérateurs compacts s’est développée vers 1970 dans le cas des opérateurs
définis sur un espace de Hilbert [7], [8]. Dans un cadre plus général [3], nous
avons montré qu’il existe une projection (non linéaire) continue de meilleure
approximation d’un espace de Banach E sur un sous-espace F dés qu’il existe
une projection linéaire Q du dual E’ de E sur Fannulateur F° de F qui vérifie:

el =10 +1e —QO); Veek.

11 suffit alors d’utiliser le fait que si " est un espace de Hilbert alors I'espace
des opérateurs compacts de ¥ dans lui-méme est un tel sous-espace de
Pespace des opérateurs bornés. De plus, d’aprés [8] c’est aussi le cas si V
parcourt une large classe d’espaces de Banach contenant les espaces /* pour
1 <p < ooetcy(N).

* Adresse actuelle.
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Notre but ici est d’étudier Papproximation des opérateurs bornés définis
sur ¥ = LYu) a valeurs dans un espace de Banach W par des opérateurs
compacts ou bien par des opérateurs dont 'image a une dimension finie
donnée.

Signalons quelques notations, si ¥ est un espace de Banach on note B(})
sa boule unité fermée et V'’ son dual. La boule fermée de centre x et de rayon r
est notée B(x, r). Soient V et W deux espaces de Banach; on note Z[V, W]
(resp. A'[V, W]) l’espace des opérateurs bornés (resp. compacts) de ¥ dans
W muni de sa norme classique. Dans la suite (X, 3, u) sera un espace
mesuré muni d’une tribu compléte et d’'une mesure positive. Si V = L' ()
on dira qu'un opérateur T de L[V, W] est représentable s’il existe une
fonction g de L=(u, W) telle que

T(f) = [/ dus ¥f e L'(w.

En particulier tout opérateur faiblement compact est représentable. Pour
une fonction g de L=(u, W) on appelle image essentielle de g le fermé Bg de
W tel que pour tout b de Bg et pour tout € > 0 la mesure de ’ensemble
g YB(b, €)] est strictement positive. 11 est aisé de vérifier que Bg ne dépend
que de la classe d’équivalence g et non du représentant choisi.

Dans la premiére partie nous montrons que tout opérateur représentable
de ¥V = LYu) dans W admet une meilleure approximation compacte dés que
toute partie fermée bornée B de W possede la propriété géométrique suivante:
il existe un compact K, de W tel que

sup{d(x, K,); x € B} < sup{d(x, K); x € B},

ol K parcourt 'ensemble des compacts de W. Parmi les espaces de Banach qui
vérifient cette condition on a les espaces uniformément convexes, les espaces
(1) et les espaces C(£2).

Dans la deuxiéme partie nous étudions le probléme dans la situation duale,
C’est-a-dire 'approximation des opérateurs définis sur un espace de Banach V
et & valeurs dans un espace C(£2). En particulier, si £ est un compact stonien
et si V' posséde la propriété géométrique citée plus haut alors tout opérateur
de Z[V, C(£)] admet une meilleure approximation dans [V, C(£2)].
D’autre part, si V parcourt une classe d’espaces qui contient les espaces /?
ol 1 < p < o0, on a le résultat précédent pour tout compact 2.

Dans la derniére partie nous étudions le probléme de I'approximation des
opérateurs représentables définis sur ¥ = L(p) et & valeurs dans W par des
opérateurs de rang inférieur 4 un entier donné. En particulier si W = LY(v)
ou bien si W est un dual tout opérateur représentable de Z[V, W] admet de
tels approximations. En ce qui concerne les opérateurs a valeurs dans C(£2)
nous montrons que pour tout espace de Banach ¥ tout opérateur compact de
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¥ dans C(£2) admet une meilleure approximation dans 5[V, C(£2)] I'en-
semble des opérateurs de rang inférieur a n. Si £2 est stonien le résultat est
vrai pour tout opérateur de V dans C(£2); il en est de méme si V parcourt une
classe d’espaces qui contient les espaces /7, 1 < p << oo, et ceci pour tout
compact 2.

I. APPROXIMATION DES OPERATEURS DEFINIS SUR LY(u)

Soient W un espace de Banach et B une partie bornée de W. Suivant
Kuratowski on appelle mesure de non compacité de B la quantité

a[B, W] = inf{A; il esiste un recouvrement fini de B par des boules
de W de rayon inférieur a A}.

Si aucune confusion n’est i craindre on notera a[B] cette quantité sans
mention de P'espace considéré. Signalons toutefois que si M est un sous-
espace de W on a pour toute partie bornée B de M

o[B, W] < o[B, M] < 2«[B, W].

Les propriétés suivantes qui expriment la croissance et la sous-additivité de
la mesure de non compacité sont faciles a vérifier:

(1) «[B] =0 < B est compact.

(2) o[B] = «[B] = afconv(B U —B)].

(3) B,CB, = o[B,] < ofB,].

(4) Si K est relativement compact on a a[B U K] = «[B + K].
(5) Si K est relativement compact on a:

Supld(x, K); x € B] = «[B].
Cette derniére propriété ameéne la définition suivante:

DermniTION 1.1. Soient B une partie bornée et K, un compact de W;
on dira que K réalise la meilleure approximation de B si

supld(x, K,); x € B] = «[B].

La question est maintenant de savoir quels sont les espaces de Banach tels
que toute partie bornée posséde un compact de meilleure approximation.
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Soient V et W deux espaces de Banach et T un opérateur de L[V, W], la
propriété (5) citée plus haut donne immédiatement

dIT, XV, W] = o[T(B(V)))

On cherchera donc a répondre a la question posée plus haut en étudiant
le probleme de I'approximation des opérateurs continus par des opérateurs
compacts.

Signalons pour étre complet que la notion de mesure de non compacité est
aussi utilisée dans [10] dans le but d’obtenir des propriétés de meilleure
approximation d’opérateurs bornés par des opérateurs compacts.

PROPOSITION 1.2.  Soient T un opérateur de L[LY(p), W] qui est représenté
par une fonction g de L=(u, W). Alors

diT, X[V, W]l = «T(B(V))] = o[Bg]

ol Bg désigne I’image essentielle de la fonction g dans I’espace W.

Démonstration. On sait déja que 'on a
a[T, A1V, Wil = o[ T(B(V))].
De plus, on a les inclusions suivantes simples a vérifier:
conv[Bg U —Bg] C T(B(V)) C conv[g(X) U —g(X)]

oll X est I'ensemble mesuré sous-jacent a la définition de L(u). Par consé-
quent, on a l'inégalité

«T(B(V))] = alBgl.
11 reste donc a prouver que
diT, AV, W]] < o[Bg] + € Ve > 0.

Soient b, ,..., b, les centres des boules de W de rayon «[Bg] + < et dont la
réunion recouvre ’ensemble Bg. Considérons la partition de Bg définie par

B, ={beBg:llb— bl <db,{by,.... bn})}
B, = {be Bgillb — by | < d(bs by b\ U B
=1

Soit ¢ la surjection de Bg sur I'ensemble {b, ,..., b,} définie par

o) =b,; beB,, i=1l.,n
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L’application k& définie sur X et a valeurs dans W donnée par & = ¢ o g est
clairement dans L*(u, W); en fait c’est exactement la fonction simple définie
par

M) = 3 xe) b,

ol E; = g7%(B,). Les ensembles F; sont p-mesurables puisque les ensembles
B; sont tous boréliens. Soit S, 'opérateur de rang fini de Z[LY(p), W] qui
est représenté par £; il est aisé de vérifier

| T— S =ilg — hile = sup. ess.{]| g(x) — h(x)|; x € X} < a[Bg] + ¢

ce qui prouve 'inégalité recherchée et achéve la démonstration.
q

COROLLAIRE 1.3.  Soient W, un sous-espace fermé de W et T un opérateur
représentable de FL[LY(u), W.]. On suppose qu’il existe une projection 1-lip-
schitzienne de W sur Wy . Alors d(T, A [LX(), W1]) = d(T, A [LY (), W).

La preuve est immédiate en utilisant la mesure de non compacité. Signalons
que ce corollaire est tout a fait trivial, sans aucune hypothése sur V et sur 7T,
si on suppose que la projection de W sur W, est linéaire de norme 1.
L’intérét de ce corollaire réside donc dans le fait de pouvoir considérer des
projections 1-lipschitziennes non linéaires.

Rappelons qu’une fonction multivoque P définie sur un espace topologique
Y et 4 valeurs dans ’ensemble des parties non vides d’un espace topologique
Z est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si pour tout fermé F de Z
I’ensemble {y; P(y) N F 5= ¢} est un fermé de Y. Le théoréme de sélection de
Kuratowski et Ryll-Nardzewski dont on se servira dans la suite est établi
par exemple dans [Parthasarathy, Lecture Notes in Mathematics n° 263,
page 49].

THEOREME 1.4. Soit T un opérateur de LLY (), W] représentable par une
Sfonction g de L*(u, W). Les assertions suivantes sont équivalentes:
(a) L'opérateur T posséde une meilleure approximation dans 4" [L\(w), W1.

(b) L’image essentielle Bg de g posséde un compact de meilleure approxi-
mation.

(c) L’ensemble T(B(V)) posséde un compact de meilleure approximation

Démonstration. (a) = (b) Soit S un opérateur de #'[LY(w), W] qui
réalise la meilleure approximation de 7. L’opérateur S étant compact est
nécessairement représenté par une fonction A de L*(u, W) dont I'image
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essentielle B, est compacte. Alors B, est un compact de meilleure approxima-
tion pour I’ensemble Bg. En effet, on a les inégalités suivantes:

a[Bg] < sup{d(b, B,); b Bg} < sup. ess.{|| g(x) — h(x)|; x € X}
=g —hlle =IT—S| = «fBg].

La derniére égalité étant la conséquence de la proposition 1.2.

(b) = (a) Soient X un compact de W qui réalise la meilleure approxima-
tion de Bg et P la projection de meilleure approximation de W sur le compact
K. Cette application prend ses valeurs dans ’ensemble des parties fermées
non vide de K. De plus, il est facile de vérifier qu’elle est s.c.s. Le théoréme de
sélection de Kuratowski et Ryll-Nardzewski permet de construire une
sélection borélienne que I'on notera ¢. Soit S Popérateur de V dans W
représenté par la fonction @ o g. Cet opérateur est compact puisque I'image
essentielle de ¢ o g est compacte. De plus, on a

| T — S|l = sup.ess.[[g(x) —peogl; xe X = ofBg],

ce qui achéve la démonstration compte tenu de la proposition 1.2.

(a) = (c) Il s’agit de montrer que si S est un opérateur de A [V, W] qui
réalise la meilleure approximation de 7T alors le compact S(B(V)) réalise la
meilleure approximation de T(B(V)). Pour la preuve on procéde comme
dans la démonstration de (a) = (b); les vérifications sont laissées au lecteur.
(c) = (b) On a déja remarqué les inclusions suivantes:

conv [Bg U —Bg] C T(B(V)) C conv (g(X) U —g(X)).

Si K est un compact de W qui réalise la meilleure approximation de T(B(V))
ona

a[Bg] < sup{d(b, K); b € Bg}
< sup{d(w, K); we T(B(V))} = «[T(B(V))] = «[Bg]

ol la derniére égalité provient de la proposition 1.2. Ceci montre bien que X
est un compact qui réalise la meilleure approximation de Bg.

COROLLAIRE 1.5. Soient W, un sous-espace fermé de W et T un opérateur
représentable de Z[Lw), W1l. On suppose qu’il existe une projection 1-
lipschitzienne de W sur W, . Si T admet une meilleure approximation dans
ALY (), W] il en admet une dans AV, W,].

Comme dans le corollaire 1.3. I'intérét de ce résultat consiste dans la
possibilité de considérer des projections I-lipschitziennes non linéaires.
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Remarquons que si 'espace W posséde la propriété de Radon—Nikodym et
si p est une mesure bornée alors tout opérateur de ZL[L*(u), W] est représen-
table. Ainsi les énoncés 1.2 et 1.4. donnent la distance de tout opérateur de
LLY (), W]a A [LY(p), W]ainsi qu'une condition géométrique équivalente
a I’existence d’une meilleure approximation dans J# ' [LY(u), W].

THEOREME 1.6. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) Toute partie fermée bornée (resp. séparable) posséde un compact de
meilleure approximation.

(b) Pour tout ensemble I, tout opérateur de V = I'(I) (resp. V = [\(N))
dans W admet une meilleure approximation dans A'[V, W].

(c) Pour toute mesure (resp. bornée) p tout opérateur représentable de
LX) dans W admet une meilleure approximation dans A [L'(n), W).

Démonstration. L’implication (a) == (¢) est immédiate d’aprés les
résultats précédents sachant que I'image essentielle de toute fonction g de
L*(u, W) est séparable dés que p est une mesure bornée. Reste & prouver
(b) = (a). Pour cela il suffit de montrer que toute partie séparable fermée
bornée B de W est 'image essentielle d’une fonction g de /°(N, W). En effet,
si ’on s’intéresse aux mesures non bornées il suffit de prendre I = B, pour
2 la mesure discréte et pour p la mesure de comptage. Soit donc (b,) une
suite dense dans B; la fonction g définie sur N par

gn) = b, ; VneN

est dans /=(N, W) et répond a la question.
Si P’on s’intéresse aux mesures bornées, les assertions du théoréme précédent
peuvent €tre complétées par le résultat suivant:

THEOREME 1.7. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) Toute partie fermée bornée séparable de W posséde un compact de
meilleure approximation.

(b) 1l existe une mesure bornée . telle que LX) est de dimension infinie
et telle que tout opérateur représentable de L'(w) dans W admet une meilleure
approximation dans A" [LY(u), W1.

Démonstration. 11 s’agit uniquement de montrer (b) = (a). Supposons
que posséde une infinité d’atomes (x,) et soit (b,) une suite dense dans B.
La fonction g définie sur X par

b,six =x,;VneN;

80 = 10" §i x ¢ fx,).
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est dans L=(u, W) et répond a la question. Si la mesure u ne posséde qu’un
nombre fini d’atomes, comme L!(y) est de dimension infinie, la mesure u
posséde une partie diffuse non nulle. Soient x, ,..., xy les atomes de p et
(Ev)nen une suite de parties de X\(x, ..., xy) formée d’ensembles pu-mesurables
telles que

X\{xy oo, xn) = U En s ppp;
MENE) =0;Vi#j

Une telle suite existe justement puisque u est une mesure bornée. On pose g
la fonction définie sur X par

b, six=x;;i=1,..,N;
b; ysixekE;;

0 sixe X\ [{x1 vy X U (&) E,,)] .

g(n) =

La fonction g est dans L*(u, W) comme le montre une vérification immédiate
et 'image essentielle de g coincide avec B, ce qui achéve la preuve du théoréme
compte tenu du théoréme 1.4.

Le probléme est maintenant de déterminer les espaces de Banach qui
vérifient les propriétés équivalentes des théorémes 1.6 ou 1.7. Nous en
connaissons trois types. Si £ est un compact C(§2) désigne I’espace des
fonctions continues sur £2 muni de sa norme habituelle.

THEOREME 1.8. Soit T un opérateur de L (p) dans un espace de Banach W,
alors T admet une meilleure approximation dans A [L{(w), W] sous les hypo-
théses suivantes:

(1) W est uniformément convexe,
(ii) L’opérateur T est représentable et W est un sous-espace de C(£2) tel
qu’il existe une projection 1-lipschitzienne de C(£2) sur W.
(iii) La mesure p est bornée et W est un sous-espace de I\(I) tel qu’il
existe une projection 1-lipschitzienne de 1(I) sur W.

Démonstration. (i) 11 est prouvé dans [10] que toute partie bornée dans
un espace uniformément convexe possede un compact de meilleure approxi-
mation; d’ou le résultat puisque tout opérateur de L'(p) dans W est représen-
table.

(ii) Il est prouvé dans [4] que tout opérateur représentable ou pas de
LY(1) dans C(£2) posséde une meilleure approximation compacte. D’ou le
résultat compte tenu du corollaire 1.5.
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(iii) Tout sous-espace séparable de /Y1) est inclus dans un sous-espace
isométrique a I*(N). 11 suffit donc compte tenu de I’assertion (a) du théoreme
1.7. de prouver que tout opérateur de /*(N) dans lui-méme admet une meilleure
approximation compacte; résultat qui est prouvé dans [10]. On conclut
grace au corollaire 1.5. sachant que tout opérateur de L'(u) dans /(1) est
représentable.

La classe des espaces de Banach W qui vérifient la condition (ii) du
théoréme contient les espaces Co(Y) formés des fonctions continues sur un
espace localement compact Y et nulles 4 Vinfini. Plus généralement, cette
classe contient les C,-espaces, c’est-a-dire les espaces de Banach isométriques
a un espace de fonctions continues sur un compact £ muni d’une homéo-
morphie involutive o et vérifiant f{o(w)) = —f(w) pour tout w de £2. D’autre
part, si W vérifie la condition (ii) alors W est isométrique & un espace Li(p);
cependant, I’on ignore si la réciproque est vraie. En tous cas, il est maintenant
clair que toute partie fermée bornée d’un C,-espace ou bien de /Y(N) posséde
un compact de meilleure approximation.

Soit T un opérateur de Z[V, W1, on note £ (T) le convexe, éventuellement
vide, des opérateurs de A [V, W] qui réalisent la meilleure approximation
de T. Les propriétés de la meilleure approximation des éléments de .£[V, W]
par des éléments de [V, W] s’obtiennent a partir de la connaissance de
HA(T) pour tout T de Z[V, W] ainsi que de la connaissance de I’'ensemble

{Te &IV, W], #(T)>0].

Nous avons vu dans [4] que ce dernier ensemble est toujours d’intérieur vide.
Le résultat suivant généralise un énoncé de [4] établi pour ¥V = [Y(N). Un
résultat de densité analogue au suivant est prouvé dans le cas de 'approxima-
tion des opérateurs bornés d’un espace de Hilbert dans lui-mé&me par des
opérateurs compacts par C. L. Olsen (voir référence dans [4}).

THEOREME 1.9. Soient p une mesure bornée et T un opérateur représentable
de L[LYw), W]. L'opérateur T est adhérent pour la topologie forte (resp.
faible) d’opérateurs a A (T) dés que ce dernier nest pas vide. Par conséquent
A (T) w’est compact pour aucune des topologies naturelles sur A [LY(w), W)
dés qu’il n’est pas vide et que T n’est pas compact.

Démonstration. Supposons Pensemble #(T) non vide et 'opérateur T
non compact, sinon il n’y a rien a prouver. D’aprés le théoréme 1.4. ’ensemble
Bg, image essentielle de la fonction g de L=(u, W) qui représente T, admet
un compact K, qui réalise sa meilleure approximation. Comme Bg est
séparable, puisque p est bornée, on choisit une suite (b,,),.n dense dans Bg.
Soit 7' 'opérateur de /X(N) dans W défini par

TM,) = Z\b, ; Y(A,) € IM(N).

640/26/1-7
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L'opérateur 7' admet une meilleure approximation § dans A [/Y(N), W]
d’aprés le théoréme 1.4. L opérateur 7' n’est pas compact dés que T ne I’est pas
et dans ce cas T ne coincide pas avec S. Soit P, la projection de /{(N) sur
I’espace engendré par les n premiers vecteurs de la base canonique; on pose

S, = TP, + S — P,).

C’est une suite d’opérateurs compacts qui converge pour la topologie forte
d’opérateurs vers 7. De plus, on a

IT = 8,1l =T~ 8 — P <IIT -S|

ce qui montre que les S, sont dans 2 (7"). Chaque opérateur S, est canonique-
ment associé d’apres le théoréme 1.4., 4 un compact K, qui réalise la meilleure
approximation de Bg. On peut en fait poser K, = c_o_r;{S‘,,(ep); p<N}oul(e,)
est la base canonique de /A(N). D’aprés la construction de S, on a

& T(eﬂ):bp;p S
Sules) = S(e,); p>n.

Par conséquent, on a l'inclusion suivante
BgCUK,. ()
n

Si g,, est la fonction de L*(u, W) 4 image essentielle dans K, construite dans
le Théoréme 1.4. et qui représente un opérateur compact S, qui réalise la
meilleure approximation de T, on a d’aprés I'inclusion (*) et la construction
du théoréme 1.4.

lim || g(x) — gn(x¥)l = 0.

Le théoréme de convergence dominée montre que pour toute fonction simple
n
f=2iaxza;0na
li'rln 1 So(f) — T(S) = 0.

On conclut que la suite S,, converge vers T pour la topologie forte d’opérateurs
d’aprés le théoréme de Banach—Steinhauss.

Le fait que o °(T) n’est pas compact pour la topologie forte est maintenant
évident. Ceci montre que 2 (T) n’est pas compact pour la topologie de la
norme qui est plus fine. Le fait que T est adhérent & #'(T") pour la topologie
faible est conséquence de ce qui précéde puisque cette topologie est moins
fine que celle de la convergence forte d’opérateurs. De 12 on déduit que
A (T) n’est pas compact pour la topologie faible d’opérateurs.
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Signalons que 'hypothése affirmant que 7 est un opérateur représentable
est nécessaire pour le résultat précédent. En effet, il est possible de montrer
que Pidentité de LY([0, 1]) ne vérifie pas la conclusion du théoréme [voir [5]].

II. APPROXIMATION DES OPERATEURS A VALEURS DANS C({2)

1l s’agit de rechercher dans cette partie des résultats concernant I’approxi-
mation des opérateurs & valeurs dans un espace C(£2). Si V et W sont deux
espaces de Banach, il est clair que pour tout opérateur 7 de Z[V, W]jona

ar, W, V') < dT, AV, W).

Cependant, si W est réflexif alors tout opérateur de Z[W’, V'] est le transposé
d’un opérateur de Z[V, W]. 1l est maintenant aisé de vérifier que si W est
réflexif un opérateur de L[W’, V'] admet une meilleure approximation dans
W', V'] si et seulement s’il est le transposé d’un opérateur de Z[V, W] qui
admet une meilleure approximation dans # [V, W]. Ainsi, si W est uniformé-
ment lisse et £2 est un compact hyperstonien (i.e. C(Q) est un espace dual)
le Théoréme 1.8 (i) implique que tout opérateur de .Z[V, C(£2)} admet une
meilleure approximation dans [V, C(£2)]. Ce résultat sera renforcé dans la
proposition suivante:

PrOPOSITION 2.1. Soient 2 un compact et V un espace de Banach tel que
toute partie bornée de V' admet un compact de meilleure approximation. Pour
tout opérateur T de L(V, C(Q)] il existe un opérateur compact S de V dans
Iespace B(S2) des fonctions bornées sur 2 tel que

I T— Sl <dT, ATV, C)D.

Si £ est un compact stonien il existe une meilleure approximation de T dans

ATV, C(E)].

Démonstration. Soit ¢ Papplication de £2 dans V' qui est canoniquement
associée 4 Popérateur T. L’hypothése sur V' implique Pexistence d’un
compact K qui réalise la meilleure approximation de @(£2). De plus, la
remarque précédente et la proposition 1.2. montrent que

d(T, ATV, C(Q)] = o [¢(2)].

Soit P la projection de meilleure approximation de ¥’ sur K; comme ce
dernier est compact, cette application prend ses valeurs dans ’ensemble des
parties fermées non vide de K. Par un raisonnement de compacité on peut
vérifier que P est s.c.s. D’aprés le théoréme de Kuratowski et Ryll-Nardzewski
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il existe une sélection borélienne § de cette application. Soit S I'opérateur de
V dans B(£2) défini par

S(v) = Gy9(w)(v); VoeV; wef

Cet opérateur est compact puisque I'image de £2 par ,¢ est incluse dans une
partie normiquement compacte de V' a savoir K. De plus, on a

IT— S|l = o] < T, ATV, C(D).

Si £2 est un compact stonien, il existe une projection linéaire Q de norme 1
de B(£2) sur C(£2); opérateur Q,S de V dans C(£) réalise la meilleure appro-
ximation de 7 dans X[V, C(£2)].

Remarque. Si tout borélien pour la norme de V' est un borélien pour la
structure induite par la topologie o(V’, V) la construction précédente montre
que lopérateur S prend ses valeurs dans Bor(2) Pespace des fonctions
boréliennes sur £2. Cette situation se présente, par exemple d’aprés [2] dans
le cas ou I'espace V' posséde la propriété (**) définie par:

Les topologies de la norme et o(V’, V) coincident sur la sphere
unité de I’espace V', (**)

ou plus généralement si les structures boréliennes induites par la norme et
par o(V’, V) coincident sur la sphére unité de .

C’est en particulier le cas si I’espace V'’ est uniformément convexe ou bien
V = Cy(N) puisque dans ces deux cas V'’ vérifie I’hypothése de la proposition
ainsi que la condition (**). Si V"’ est uniformément convexe on a méme mieux:

THEOREME 2.2. Soient §2 un compact et V un espace de Banach uniformeé-
ment lisse (i.e. V' uniformément convexe). Pour tout opérateur T de L[V, C(£2)]
il existe une partie Z de §2 qui est un G5 dense et un opérateur compact S de V
dans Bor(£2) tels que

() IT—=SI<dT, ATV, C(Q).
(2) Pour tout v de V la fonction S(v) est continue en tout point de Z.

Démonstration. Soit ¢ I'application de £2 dans ¥’ canoniquement associée
3 'opérateur 7. D’aprés le théoréme 1.8. il existe un compact K qui réalise

la meilleure approximation de (£2). Soient K, = conv(K) et P la projection
de meilleure approximation de ¥’ sur K, . Pour tout v’ ’ensemble P(v") est
réduit & un point a cause de la stricte convexité de V. De plus, I'application P
est continue d’aprés le Lemme 2.3. dont la preuve est implicitement donnée
dans [12]. D’aprés [11] il existe une partic Z de £2 qui est un G, dense telle



APPROXIMATION DES OPERATEURS BORNES 91

que Papplication ¢ de £ dans ¥’ muni de sa norme est continue en tout
point de Z. L’opérateur S défini sur V par

SWiw) = Pyp(w)v); VoeV; wel;

prend ses valeurs a priori dans B(£2). Pour tout v la fonction S(v) est continue
en tout point de Z. Pour montrer que S(v) est borélienne on utilise la remarque
précédent ce théoréme; en effet V' étant uniformément convexe les topologies
de la norme et o(V', V) coincident sur la sphére unité de V’. Un espace de
Banach FE est dit localement uniformément convexe si || e, || =1 = e et
e, 4 eil— 2 impliquent || e, — elj— 0. Si E posséde cette propriété il est
aisé de vérifier que pour toute suite (e,) qui converge faiblement vers e et telle
que || e,||—|le] on a | e, —e]— 0. Un espace de Banach uniformément
convexe vérifie évidemment les conditions précédentes.

LEMME 2.3. Soit K, un convexe fermé dans un espace de Banach E qui est
localement uniformément convexe. On suppose que ['intersection de K avec
toute boule fermée de E est o(E, E') compacte. Alors la projection de meilleure
approximation de E sur K est continue.

Comme le montre un examen des preuves précédentes, I'opérateur S
construit plus haut sera dans [V, C(£2)] dés que la projection P de V' sur K,
sera continue pour o(V’, V) sur les parties bornées de V. C’est évidemment
le cas si V" est un espace de Hilbert. D’ailleurs c’est la preuve de ce résultat
qui nous guide dans la formulation de I’assertion suivante. Rappelons que si
E est un espace de Banach lisse on pose pour tout ¢ de E\{0}

He+wy—HM;W@E;

Gle,e') = }an

ou G(e, ¢') est la dérivée de la norme au point e et dans la direction ¢'. 1l est
connu que G(e, -} est une fonctionnelle de la sphére unité de £’. Dans le
théoréme suivant on considére les espaces de Banach ¥ unformément lisse et
strictement convexe tels que 'application v’ — G(v', -) est continue sur les
bornés de V' pour les topologies faibles de V' et de V. Cette classe n’est pas
vide puisqu’elle contient les espaces /?, 1 < p < oo, d’aprés [1], cependant
elle ne contient aucun des espaces L¥([0, 1]); p € 11, 2[U]2, ool

THEOREME 2.4. Soient £2 un compact et V un espace de Banach uniformé-
ment lisse et strictement convexe. On suppose que Iapplication v' —.G(v', -)
est continue sur les bornés de V' pour les topologies faibles de V' et de V. Tout
opérateur de LV, C(£2)] admet une meilleure approximation dans [V, C(Q)).

Démonstration. Comme V' est uniformément convexe il suffit pour établir
le théoréme de montrer, compte tenu des remarques précédentes, que la



92 H. FAKHOURY

projection de meilleure approximation sur tout convexe compact est con-
tinue sur les bornés de ¥’ pour la topologie o(¥’, V). L’hypothése sur ¥
implique que ¥ est lisse, ainsi I'application »" — G(v’, *) est bien définie.
Soit (v;) une famille ultrafiltrée bornée dans ¥’ qui converge faiblement
vers un point ». Le point P(v;) de K qui réalise la meilleure approximation
de v, est caractérisé par le fait qu’il existe v, dans V tel que

O lle.ll=1;
(i) v, — P(v) = |l v, — Pll;
(i) 0.(P@W) —k) >0; Vkek

Ceci provient du théoréme de séparation de Hahn-Banach appliqué au
convexe K et d la boule ouverte de centre v, et de rayon d(v, , K). Le point v,
est P'unique €lément de la sphére unité de V qui vérifie (if) puisque V' est
lisse. 11 coincide donc avec G(v, — P(v), ) = v, .

Comme K est compact la famille (P(v.)) converge pour la norme vers un
point / de K. L’hypothése montre que la famille (v,) converge faiblement vers
v =G — I, -). Comme (v,) converge faiblement vers v et (P(v.)) converge
pour la norme vers /on a

| 2(P()) — (D] < | 2(P) — DI + [(va — 0)(D)]
< P@) — 1| + 1(va — )OI,

ce qui montre que v,(P(v,)) converge vers (/). Ainsi I'inégalité (iii) donne par
passage a la limite 'inégalité suivante:

o(l — k) = 0; Vk e K.

Il existe par conséquent un élément v de la sphére unité de V'tel que v(v’ — /) =
G — Lo — 1) =|v— 1| etol — k) =0 pour tout k de K. Ceci montre
que [ est le point de K qui réalise la meilleure approximation de v’. Ainsi
P(v") = I et 'application P est donc continue pour la topologie faible de V.

Ainsi pour tout opérateur de V' = [?, 1 < p < o0 dans C(£2) admet une
meilleure approximation dans Z[V, C(£2)]. En effet, pour p = 1 le résultat
provient de [4] et pour p € ]1, oo[ ceci provient de ce qui précéde. La situation
est différente pour V = L?([0, 1]); pe 11, 2[ V 12, oo[. En effet, dans ce cas,
la projection de meilleure approximation sur un compact convexe n’est pas
toujours faiblement continue sur les parties bornées, puisque J. Lambert
[13, p. 48] a démontré que la projection de meilleure approximation sur un
sousespace de dimension finie est faiblement discontinue.

Signalons que J. Mach a montré que tout opérateur de /7, | <p << o©
dans C(£2) admet une meilleure approximation compacte par des méthodes
différentes de celles utilisées ici. D’autre part, pour tout espace de Banach
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tout opérateur de L[V, Cyi(I)] admet une meilleure approximation dans
AV, CiI)]. Ceci se démontre par des méthodes distinctes de celles utilisées
ici comme on peut le voir en consultant [5].

III. APPROXIMATION POUR DES OPERATEURS DE RANG FINI

Il s’agit, pour un entier n donné et pour un opérateur T de Z[V, W] de
trouver un opérateur S dans 'ensemble £,[V, W] des opérateurs de rang
inférieur ou égal a n tel que

IT—S| =inf{| T — RI; Re A,[V, W[

L’ensemble A,[V, W] n’est pas un espace vectoriel mais un cne (ni convexe,
ni saillant) fermé dans Z[V, W}. Si V' = L}(p) on dira qu’un opérateur S de
AV, W] est un opérateur n-simple s’il existe une famille (E;);_,, .., d’en-
sembles p-disjoints tels que X = {J;_; E; p.p.p. et s'il existe une suite finie
(wy)io1.....n dans W tels que

S(f) = z ([ sau) s vre L.

On note F,[LY(n), W] le cone des opérateurs n-simples. Dans la suite on
désigne par s = (w, ,..., w,) un point de espace produit W=, Soit B une partie
bornée de W; on pose pour tout entier n == 1:

R,[B, W] = inf{sup[d(x, s); x € B]; s W"}.

Suivant [6] on dira qu’un point s* = (&, ,..., ®,) de W™ est une meilleure
n-suite pour I'ensemble B si 'on a

R,[B, W] = supld(x, s*); x € B].
il est clair que pour un sous-espace M de W on a

$R,[B, W] < R,[B, M] < R,[B, W],
o«[B, W] = inf{R,[B, W]; ne N}.

Dans la suite on écrira simplement R,,[B}, sans mention de I'espace considéré,
si aucune confusion n’est 4 craindre.

THEOREME 3.1. Soit T un opérateur de L[L*u), W] représentable par
une fonction g de L*(u, W). Alors Bg admet une meilleure n-suite si et seule-
ment si Popérateur T admet une meilleure approximation dans le céne des
opérateurs n-simples.
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Démonstration. Soit s* = (&, ,..., &,) une meilleure n-suite pour 'image
essentielle Bg de la fonction g de L*(u, W) qui représente T. Soit (B, ,..., B,)

la partition de Bg en ensembles boréliens considérée dans la preuve de la
proposition 1.2. L’opérateur Sy de V' = L'(x) dans W défini par

Sk0) = 3 ([, o) o

ou E; = g~Y(B,) est 'opérateur n-simple recherché. En effet, si S est un opéra-
teur de S, [LY (), W] défini par

() =3 (], o)
on a les inégalités suivantes ol I'on a posé s = (w; ,..., w,)

== sup. ess. [d(g(x), s); x € X]

0

1T =1 =g =3 xre

= sup[d(b, s); b € Bg] > supld(b, s*); b € Bg]
=T —Sl.
Ce qui montre que S, est I'opérateur recherché et achéve la démonstration de
la premiére partie.
Inversement, si 7 admet une meilleure approximation S dans ensemble
des opérateurs n-simples, I'opérateur S étant défini par

S = X ([ /) o
il s’agit de montrer que s = (w ,..., w,) est une meilleure n-suite pour I’en-
semble Bg. Sinon, il existe une n-suite s’ = (wy ,..., w,) telle que
sup[d(b, s'); b € Bg] < supld(b, 5); b € Bg].

Si S’ est 'opérateur n-simple associé & la suite s’ comme plus haut, il est
aisé de vérifier que

| T — S|l = supld(b, s"); b e Bg] < supld(b, s); be Bg] = || T — S|

ce qui montre que S n’est pas une meilleure approximation de 7T dans le
cdne des opérateurs n-simples et contredit 'hypothese.

Les espaces de Banach W tels que tous les ensembles bornés possédent
une meilleure n-suite, pour tout » >> 1, sont étudiés dans [6]. Ici, ce qui nous
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intéresse sont les parties fermées qui sont des images essentielles de fonc-
tions de L*(p, W). Ces parties sont évidemment séparables si’on ne consideére
que des mesures bornées, par contre, si I'on admet les mesures non bornées
toute partie fermée bornée est I'image essentielle d’une fonction de L*(u, W)
pour une mesure u adéquate. En tout cas, d’apreés [6] on a le résultat suivant:

PRrROPOSITION 3.2.  Soit W un espace de Banach tel qu’il existe une projection
1-lipschitzienne de W" sur W (en particulier, si W est un dual ou bien si
W = LX(u)). Alors pour tout entier n il existe une meilleure approximation de T
dans le cone des opérateurs n-simples.

Cette proposition ne constitue pas une caractérisation des espaces de
Banach qui vérifient assertion précédente. En effet, d’aprés [6] tout borné de
W = C,(N) posséde pour tout » une meilleure n-suite et pourtant il n’existe
pas de projection l-lipschitzienne de /*(N) sur Ci(N). En ce qui concerne
les mesures bornées on a 'analogue du Théoréme 1.7. que nous donnons
sans preuve.

THEOREME 3.3. Soient W un espace de Banach et n > 1; les assertions
suivantes sont équivalentes:

(a) Toute partie fermée bornée séparable de W admet une meilleure
n-suite.

(b) Tout opérateur de I'(N) dans W admet une meilleure approximation
dans S,[I((N), W1].

(c) Pour toute mesure bornée p tout opérateur représentable de L'(u)
dans W admet une meilleure approximation dans %,[L}(u), W].

(d) Il existe une mesure bornée p telle que L(p) soit de dimension
infinie et telle que tout opérateur représentable de L'(w) dans W admet une
meilleure approximation dans &,[L*(n), W1.

Nous nous tournons maintenant vers ’étude de la meilleure approximation
des opérateurs représentables par des éléments de [V, W] ol V = LY{(u);
pour cela désignons par 5, 'ensemble des sous-espaces de W de dimension
inférieure a »n. Posons pour une partie bornée B de W

S»[B, W] = inf{sup[d(x, H); x € B]; H € #,}.
Un sous-espace H,, de 5, est dit une meilleure n-section de B si I'on a
Sn[B, W] = supld(x, H,); x € B].

Comme plus haut, on écrira simplement S,[B] sans mention de P'espace si
aucune confusion n’est i craindre.
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THFEOREME 3.4. Soient T un opérateur représentable de L[LMw), W] et
n = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) 1l existe un opérateur Sy de A, [LMp), W] qui réalise la meilleure
approximation de T.

(b) I existe une meilleure n-section de I’'image essentielle Bg de la
Jonction g qui représente T.

De plus, pour un tel opérateur T on a d(T, A, [V, W]) = S.[Bg].

Démonstration. (a) = (b) Soient S, un opérateur qui vérifie I’hypothése
(a) et H, le sous-espace Sy(L*(u)). Supposons que H, n’est pas une meilleure
n-section, il existe donc un sous-espace H de W de dimension inférieure &
n tel que

S,[Bg] < supld(b, H); b e Bg] < sup[d(b, H,); b € Bg].

Soit Py la projection de meilleure approximation de W sur le sous-espace H.
Cette application multivoque prend ses valeurs dans 'ensemble des parties
convexes non vides de H puisque ce dernier est de dimension finie. Pour cette
méme raison d’ailleurs, Py est s.c.s. Le théoréme de sélection de Kuratowski
et Ryll-Nardzewski permet de construire une sélection borélienne ¢. Soit
S lopérateur représenté par ¢ og qui est une fonction de L*(u, H); cet
opérateur est de rang fini et de plus son image est incluse dans H. D’autre
part, on a les inégalités suivantes:

| T — S|l = supld(b, H); b e Bg] < supld(b, Hy); be Bgl < || T — S,
ce qui contredit I’hypothése sur S, et achéve la démonstration de I’assertion.

(b) = (a) Soient H, un sous-espace de dimension inférieure 4 n qui est une
meilleure n-section pour Bg, S, 'opérateur associé 4 I’espace H, construit
comme plus haut, on a

T —Soll =1lg — poglle = sup. ess.[| g(x) — ¢ o g(x)l; x € X]
= sup[d(b, H,); b e Bg] = S,[Bg].
D’autre part, si S est un opérateur de rang inférieur a n de L'(u) dans W et
si H, est 'image de L'(y) par S on a
| T — S| = supll| T(f) — S(F); f€ BUL ()]
= supld(T(f), H.); fe BILN)];
ST(B(V))] = S.[Bgl.

La derniére égalité provient du fait déja remarqué que 7(B(V)) contient Bg.
Ceci montre que S, est 'opérateur recherché. Cette preuve montre la derniére

assertion du théoréme a savoir que la distance de T a ’ensemble £, {L(p), W}
est égale a S,[Bg].
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PRrOPOSITION 3.5. Soient T un opérateur représentable de L[V, W] ou
V = LX) etn = 1. Alors T(B(V)) admet une meilleure n-section si et seulement
si lopérateur T admet une meilleure approximation dans X[V, W). De plus
on a

d(T, AoV, W)) = S.[T(B(V))].

Démonstration. Soit € > 0; il existe un opérateur S de rang inférieur a n
défini sur V et a valeurs dans W tel que

I T —SI < d(T, Ao [V, W] + e
D’aprés le théoréme précédent on a

Su[Bg] + € = || T — S| = supll| T(f) — S(HIi; fe BALH )]
= supld(T(f), S(V)); f'e B(L'(w)};
= S,IT(B(V))] = S.[Bg),

d’olt I’égalité annoncée. Supposons maintenant que T(B(V)) posséde une
meilleure n-section H,, ; on a

Sq[Bg] < supld(b, H,); b e Bg] < supld(b, H,); b e T(B(V))]
S[T(B(V))] = S.[Bgl.

Ce qui montre que le sous-espace H, de W est une meillaure n-section de
I’ensemble Bg. En effet, la deuxiéme inégalité provient de I'inclusion
conv[Bg U —Bg] C T(B(V)) et la derniére égalité provient de la deuxiéme
assertion de la proposition. Maintenant en faisant appel au théoréme
précédent on voit que 'opérateur T posséde une meilleure approximation
dans A,[V, W1.

Inversement, si 7 posséde une meilleure approximation S dans [V, W]
alors le sous-espace S(¥) est une meilleure n-section de T(B(V)). En effet,
on a dune part d(T, A,[V, W] = S,[T(B(V)). En effet, on a d’une part
nt,[V, W] = S,.[T(B(V))], et d’autre part

S[TB(V)] < supld(T(f), S(V)); fe B(V)]
< supll| T(f) — S(HI; fe B =T — S|
= Su[T(BMV)];

d’ou le résultat annoncé.

En utilisant les deux résultats précédents il suffit, pour exhiber une classe
d’espaces W tels que tout opérateur représentable 7 de V = LY(u) (resp.
ol u est bornée) dans W admette une meilleure approximation dans #,[V, W]
d’exhiber une meilleure n-section. D’aprés [6] on a donc:
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PROPOSITION 3.6. Soit W un espace de Banach tel qu’il existe une projection
linéaire de norme 1 de W" sur W (en particulier si W est un dual ou bien si
W = LYv)) alors pour tout n = 1 il existe pour tout opérateur représentable
de £V, Wl ou V = LYu) une meilleure approximation dans X4,[V, W1.

En ce qui concerne les mesures bornées signalons un résultat analogue
aux Théorémes 1.7. et 3.3.; nous ne rappelons pas ce résultat pour ne pas
alourdir le texte. En procédant par dualité comme dans la deuxie¢me partie.

PROPOSITION 3.7. (a) Soient V un espace de Banach, £2 un compact et
n > 1; alors pour tout opérateur T de V dans C(82) il existe un opérateur S de
A [V, B()] tel que || T — S| < d(T, A,[V, C(82))). Si 82 est stonien on peut
choisir S dans [V, C(£)].

(b) Soient V un espace de Banach dont le dual est strictement convexe,
£ un compact et n > 1; alors tout opérateur compact de V dans C(£2) admet
une meilleure approximation dans [V, C(£)].

Démonstration. (a) Soit ¢ la fonction continue de £2 dans ¥’ muni de
a(V', V) qui est canoniquement associée & I'opérateur 7. L’ensemble ¢(£2)
posséde une meilleure n-section H, d’apres [6]. Soit P la projection de
meilleure approximation de ¥ sur le sous-espace H, ; on a déja vu que cette
application admet une sélection borélienne 8. L’opérateur .S défini par

S)(w) = Gyp(w)(v); Vwe 2, VoeV;

est opérateur recherché. En effet, pour tout v de V' la fonction S(v) est bornée
sur 2 et de plus S est de rang inférieur ou égal & » puisque 8,¢(£2) est inclus
dans un sous-espace de ¥’ de dimension au plus égale a n. D’autre part, on a
en posant W = C(£):

1T — S| < Sule@)] < d(T", AW, V']) < AT, ALV, WD,

Si 2 est un compact stonien on achéve la démonstration en utilisant le fait
qu’il existe une projection Q de norme 1 de B(2) sur C(Q); en effet Qo S
est 'opérateur de X, [V, C(£2)] qui constitue la meilleure approximation de 7.

(b) On procéde comme dans la premiére partie en utilisant toutefois
les deux remarques suivantes. D’une part, la fonction ¢ associée a T est
continue de £ dans V' muni de sa norme puisque 7 est ici un opérateur
compact. D’autre part, 'espace V' étant strictement convexe et H, de
dimension finie la projection de meilleure approximation P de V' sur H,, est
univoque et continue sur J’ muni de sa norme [13, p. 44]. Ainsi pour tout v
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de V la fonction S(v) = 8 o p(w)v) = P o p(w)(®) est continue sur £; d’olt
le résultat.

Si les structures boréliennes de la sphére unité de V' pour o( V', V) et pour
la norme coincident, ce qui est le cas en particulier si les topologies induites
par o(V’, V) et par la norme coincident sur cet ensemble (C’est le cas si ¥ est
uniformément lisse ou bien ¥V = Cy(N)), alors I'opérateur S construit dans
la premiére partie de la proposition précédente, prend en fait ses valeurs
dans Bor(£2). D’autre part, si V est réflexif on peut en faisant appel a [11]
affirmer qu’il existe pour tout opérateur 7 un G, dense Z dans £2 tel que pour
tout v de V la fonction S(v) soit continue en chaque point de Z. De méme,
si V est quelconque mais si 'opérateur 7 est faiblement compact, on peut en
utilisant [11] arriver au méme résultat. La preuve de la proposition précédente
permet de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 3.8.  Soient £2 un compact et V un espace de Banach réflexif
lisse et strictement convexe. On suppose que I’application v' — G(@V', *) est
continue sur les parties bornées de V' pour les topologies faibles de V' et de V.

Tout opérateur de L[V, C(2)] admet une meilleure approximation dans
AoV, CE)].

Démonstration. 11 suffit de prouver, compte tenu des résultats précédents,
que la projection de meilleure approximation P de V'’ sur un sous-espace H
de dimension finie est faiblement continue sur les parties bornées de V'
La preuve est similaire a celle du Théoreme 2.4. et s’adapte facilement &
partir de celle-ci. Soit (v,) une famille ultrafiltrée et bornée de V' qui converge
vers un point v’. Le point P(v)) est le point de H qui est caractérisé par le fait
qu’il existe v, dans V tel que

(i) ool =15
(i) .o, — P(0))) =l vy — PO
(i) v,y = 0.

Le point v, coincide avec G(v, — P(v.), ') et ’hypothése sur H implique
que la famille (P(v))) converge pour la norme vers un point / de H. L’hypo-
thése implique que la famille (»,) converge faiblement vers v = (v — [, °).
En passant a la limite dans les égalités (i), (ii), (iii) on voit que / = P(v') et
que P est faiblement continue sur les parties bornées de V’. En fait, ce
résultat est un cas particulier d’un théoréme de Holmes [13, p. 48].

Signalons, encore une fois, que les espaces V =17, 1 < p < oo vérifient
I’hypothése du théoréme précédent. Cependant la situation est différente dans
le cas des espaces V = L*(v); p € ]1, 2[ U 12, o[, ol v est une mesure bornée
sans atome. En effet, d’aprés J. Lambert [13, p. 48] pour un tel espace V' la
projection de meilleure approximation de ¥’ sur tout sous-espace de dimen-
sion finie est faiblement discontinue.
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