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We give geometrical characterization of Banach spaces W such that every
representable operator from V(p.) into W admits a best approximation in the
space of compact operators. This is the case if W = [1(1), W = C(Q), or W is a
uniformely convex Banach space. In the dual situation we study the existence of
best compact approximation for operators from a Banach space V into C(Q).
Such approximations exist if V is /P, 1 < p < 00. We study also the existence of
best approximation in the set of operators of a given finite dimensional range for
representable operators from V(p.) into a Banach space W. The problem is
solved when there is a norm one linear projection from W" onto W. As to opera­
tors with values in C(Q), it is proved that if V = Ip, 1 < p < 00, then every
operator in .P[V, C(Q)] has a nearest point in '%n[V, C(Q)].

INTRODUCTION ET NOTATIONS

La theorie de la meilleure approximation des operateurs bornes par des
operateurs compacts s'est developpee vers 1970 dans Ie cas des operateurs
definis sur un espace de Hilbert [7], [8]. Dans un cadre plus general [3], nous
avons montre qu'il existe une projection (non lineaire) continue de meilleure
approximation d'un espace de Banach E sur un sous-espace F des qu'il existe
une projection lineaire Q du dual E' de E sur 1iannulateur r de F qui verifie:

II e' II = II Q(e')11 + Ii e' - Q(e')II; Ve' E E'.

11 suffit alors d'utiliser Ie fait que si Vest un espace de Hilbert alors l'espace
des operateurs compacts de V dans lui-meme est un tel sous-espace de
l'espace des operateurs bornes. De plus, d'apres [8] c'est aussi Ie cas si V
parcourt une large classe d'espaces de Banach contenant les espaces Iv pour
1 < P < 00 et Co (N).

* Adresse actuelle.
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Notre but ici est d'etudier l'approximation des operateurs bornes definis
sur V = D(p.) a valeurs dans un espace de Banach W par des operateurs
compacts ou bien par des operateurs dont l'image a une dimension finie
donnee.

Signalons quelques notations, si Vest un espace de Banach on note B(V)
sa boule unite fermee et V' son dual. La boule fermee de centre x et de rayon r
est notee B(x, r). Soient Vet W deux espaces de Banach; on note 2"[V, W]
(resp. %[V, W)) l'espace des operateurs bornes (resp. compacts) de V dans
W muni de sa norme classique. Dans la suite (X, L, p.) sera un espace
mesure muni d'une tribu complete et d'une mesure positive. Si V c= D(p.)
on dira qu'un operateur T de 2"[V, W] est representable s'il existe une
fonction g de L"'(p., W) telle que

En particulier tout operateur faiblement compact est representable. Pour
une fonction g de L"'(p., W) on appelle image essentielle de g Ie ferme Bg de
W tel que pour tout b de Bg et pour tout E > 0 la mesure de l'ensemble
g-l[B(b, E)] est strictement positive. II est aise de verifier que Bg ne depend
que de la classe d'equivalence g et non du representant choisi.

Dans la premiere partie nous montrons que tout operateur representable
de V = D(p.) dans Wadmet une meilleure approximation compacte des que
toute partie fermee bornee B de W possede la propriete geornetrique suivante:
il existe un compact Ko de W tel que

sup{d(x, Ko); x E B} ~ sup{d(x, K); x E B},

oil K parcourt l'ensemble des compacts de W. Parmi les espaces de Banach qui
verifient cette condition on ales espaces uniformement convexes, les espaces
P(I) et les espaces C(Q).

Dans la deuxieme partie nous etudions Ie probleme dans la situation duale,
c'est-a-dire l'approximation des operateurs definis sur un espace de Banach V
et avaleurs dans un espace C(Q). En particulier, si Q est un compact stonien
et si V' possede la propriete geometrique citee plus haut alors tout operateur
de 2"[V, C(Q)] admet une meilleure approximation dans %[V, C(Q)].
D'autre part, si V parcourt une classe d'espaces qui contient les espaces Iv
oil I < P < 00, on a Ie resultat precedent pour tout compact Q.

Dans la derniere partie nous etudions Ie probleme de l'approximation des
operateurs representables definis sur V = D(p.) et avaleurs dans W par des
operateurs de rang inferieur a un entier donne. En particulier si W = D(v)
ou bien si West un dual tout operateur representable de 2[V, W] admet de
tels approximations. En ce qui concerne les operateurs avaleurs dans C(Q)
nous montrons que pour tout espace de Banach V tout operateur compact de
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V dans ceQ) admet une meilleure approximation dans .Yt'n[V, ceQ)] l'en­
semble des operateurs de rang inferieur a n. Si Q est stonien Ie resultat est
vrai pour tout operateur de V dans ceQ); il en est de meme si V parcourt une
classe d'espaces qui contient les espaces !P, 1 < p < 00, et ceci pour tout
compact Q.

I. ApPROXIMATION DES OPERATEURS DEFINIS SUR V(p,)

Soient W un espace de Banach et B une partie bornee de W. Suivant
Kuratowski on appelle mesure de non compacite de B la quantite

IX[B, W] = inf{'\; il esiste un recouvrement fini de B par des boules

de W de rayon inferieur Ii A}.

Si aucune confusion n'est a craindre on notera cx[B] cette quantite sans
mention de l'espace considere. Signalons toutefois que si M est un sous­
espace de W on a pour toute partie bornee B de M

cx[B, W] :(; cx[B, M] :(; 2cx[B, W].

Les proprietes suivantes qui expriment la croissance et la sous-additivite de
la mesure de non compacite sont faciles averifier:

(1) cx[B] = 0 <0:> B est compact.

(2) cx[B] = IX[B] = cx[conv(B U -B)].

(3) B1 C B2 =;> cx[B1] :(; cx[B2].

(4) Si K est relativement compact on a IX[B U K] = cx[B + K].

(5) Si K est relativement compact on a:

Sup[d(x, K); x E B] ~ cx[B].

Cette derniere propriete amene la definition suivante:

DEFINITION 1.1. Soient B une partie bornee et Ko un compact de W;
on dira que Ko realise la meilleure approximation de B si

sup[d(x, Ko); x E B] = IX[B].

La question est maintenant de savoir quels sont les espaces de Banach tels
que toute partie bornee possede un compact de meilleure approximation.
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Soient V et W deux espaces de Banach et T un o¢rateur de 2[V, W), la
propriete (5) citee plus haut donne immediatement

d[T, f[V, W) ;? o:[T(B(V))).

On cherchera done a repondre a la question posee plus haut en etudiant
Ie probleme de l'approximation des operateurs continus par des operateurs
compacts.

Signalons pour etre complet que la notion de mesure de non compacite est
aussi utilisee dans [10) dans Ie but d'obtenir des proprietes de meilleure
approximation d'operateurs bornes par des operateurs compacts.

PROPOSITION I.2. Soient Tun operateur de 2[U(fL), W] qui est represente
par une fonction g de U)(fL, W). Alors

d[T, f[V, W)) = o:[T(B(V))) = o:[Bg)

oil Bg designe l'image essentielle de lafonction g dans l'espace W.

Demonstration. On sait deja que l'on a

d[T, f[V, W)) ;? o:[T(B(V))).

De plus, on a les inclusions suivantes simples a verifier:

conv[Bg U -Bg) C T(B(V)) C conv[g(X) u -g(X))

ou X est l'ensemble mesure sous-jacent a la definition de V(fL). Par conse­
quent, on a I'inegalite

o:[T(B(V))] ;? 0: [Bg).

II reste done a prouver que

d[T, f[V, W)] ~ o:[Bg) + E; "IE> O.

Soient b1 , ... , bn les centres des boules de W de rayon o:[Bg) + E et clont la
reunion recouvre I'ensemble Bg. Considerons Ia partition de Bg definie par

B1 = {b E Bg; 11 b - bl!1 ~ deb, {bi , ... , bnm

Bn = {b E Bg; II b - bn II ~ deb; {bI , ... , bn})} \ UBi .
i=l

Soit ffJ la surjection de Bg sur l'ensemble {bi , ... , bn} definie par

bEBi , i = I, ... , n.
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L'application h definie sur X et a valeurs dans W donnee par h = ep 0 g est
clairement dans Loo(,.", W); en fait c'est exactement la fonction simple definie
par

n

hex) = L XEi(X) bi
i~i

oil E i = g--l(Bi). Les ensembles Ei sont ,.,,-mesurables puisque les ensembles
B i sont tous boreliens. Soit S. l'operateur de rang fini de 2[U(,.,,), Wj qui
est represente par h; il est aise de verifier

II T - S.11 = II g - h \100 = sup. ess.{11 g(x) - h(x)ll; x E X} ~ cy[Bg] ,- E

ce qui prouve l'inegalite recherchee et acheve la demonstration.

COROLLAIRE 1.3. Soient Wi un sous-espace ferme de W et T un operateur
representable de 2 [U(,.,,) , Wd. On suppose qu'il existe une projection I-lip­
schitzienne de W sur Wi' Alors d(T, .Jf'[U(,.,,), Wi]) = d(T, %[[1(,.,,), W]).

La preuve est immediate en utilisant la mesure de non compacite. Signalons
que ce corollaire est tout a fait trivial, sans aucune hypothese sur Vet sur T,
si I'on suppose que la projection de W sur Wi est lineaire de norme 1.
L'interet de ce corollaire reside donc dans Ie fait de pouvoir considerer des
projections I-lipschitziennes non Iineaires.

Rappelons qu'une fonction multivoque P definie sur un espace topologique
Yet avaleurs dans I'ensemble des parties non vides d'un espace topologique
Zest dite semi-continue superieurement (s.c.s.) si pour tout fenne F de Z
I'ensemble {y; P( y) () F =1= c/>} est un ferme de Y. Le theoreme de selection de
Kuratowski et Ryll-Nardzewski dont on se servira dans la suite est etabli
par exemple dans [Parthasarathy, Lecture Notes in Mathematics n° 263,
page 49].

THEOREME 1.4. Soit Tun operateur de 2[U(fL), W] representable par une
fonction g de Loo(fL, W). Les assertions suivantes sont equivalentes:

(a) L'operateur T possede une meilleure approximation dans %[U(fL), W].

(b) L'image essentielle Bg de g possMe un compact de meilleure approxi­
mation.

(c) L'ensemble T(B(V)) possede un compact de meilleure approximation

Demonstration. (a) => (b) Soit S un operateur de %[U(fL), Wj qui
realise la meilleure approximation de T. L'operateur S etant compact est
necessairement represente par une fonction h de Loo(,.", W) dont I'image
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essentielle Bh est compacte. Alors Bh est un compact de meilleure approxima­
tion pour l'ensemble Bg. En e1Iet, on ales inegalites suivantes:

a[Bg] ~ sup{d(b, Bit); bE Bg} ~ sup. ess.{11 g(x) - h(x)ll; x E X}

= II g - h 1100 = II T - S II = o:[Bg].

La derniere egalite etant la consequence de la proposition 1.2.

(b) =>- (a) Soient K un compact de W qui realise la meilleure approxima­
tion de Bg et P la projection de meilleure approximation de W sur Ie compact
K. Cette application prend ses valeurs dans l'ensemble des parties fermees
non vide de K. De plus, il est facile de verifier qu'elle est s.c.s. Le theoreme de
selection de Kuratowski et Ryll-Nardzewski permet de construire une
selection borelienne que l'on notera f[J. Soit S l'operateur de V dans W
represente par la fonction f[J 0 g. Cet operateur est compact puisque l'image
essentielle de f[J 0 g est compacte. De plus, on a

II T - S II = sup. ess. II g(x) - f[J 0 g II; x E X = 0: [Bg] ,

ce qui acheve la demonstration compte tenu de la proposition 1.2.

(a) =>- (c) n s'agit de montrer que si S est un operateur de Jf"[V, W] qui

realise la meilleure approximation de T alors Ie compact S(B(V)) realise la
meilleure approximation de T(B( V)). Pour la preuve on procede comme
dans la demonstration de (a) =>- (b); les verifications sont laissees au lecteur.
(c) =>- (b) On a deja remarque les inclusions suivantes:

cony [Bg U -Bg] C T(B(V)) C cony (g(X) U -g(X)).

Si K est un compact de W qui realise la meilleure approximation de T(B(V))
on a

o:[Bg] ~ sup{d(b, K); b E Bg}

~ sup(d(w, K); WE T(B(V))} = o:[T(B(V))] = o:[Bg]

ou la derniere egalite provient de la proposition 1.2. Ceci montre bien que K
est un compact qui realise la meilleure approximation de Bg.

COROLLAIRE 1.5. Soient WI un sous-espace ferme de Wet Tun operateur
representable de 2[D(p.), WI]' On suppose qu'il existe une projection 1­
lipschitzienne de W sur WI' Si T admet une mei/leure approximation dans
Jf"[D(p.), W] if en admet une dans Jf"[V, WI]'

Comme dans Ie corollaire 1.3. I'interet de ce resultat consiste dans la
possibilite de considerer des projections I-lipschitziennes non lineaires.
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Remarquons que si l'espace W possede la propriete de Radon-Nikodym et
si I-t est une mesure bornee alors tout operateur de Y[V(I-t), W] est represen­
table. Ainsi les enonces 1.2 et 1.4. donnent la distance de tout operateur de
Y[V(fAo), W] a f[V(fAo), W] ainsi qu'une condition geometrique equivalente
a l'existence d'une meilleure approximation dans f[V(fAo), W].

THEOREME 1.6. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont
equivalentes:

(a) Toute partie fermee bornee (resp. separable) possede un compact de
meilleure approximation.

(b) Pour tout ensemble I, tout operateur de V = [1(1) (resp. V = [1(N»
dans W admet une meilleure approximation dans f[V, W].

(c) Pour toute mesure (resp. bornee) I-t tout operateur representable de
V(fAo) dans W admet une meilleure approximation dans f[V(I-t), W].

Demonstration. L'implication (a) => (c) est immediate d'apres les
resultats precedents sachant que l'image essentielle de toute [onction g de
LOC(fAo, W) est separable des que fAo est une mesure bornee. Reste a prouver
(b) => (a). Pour cela il suffit de montrer que toute partie separable [ermee
bornee B de West l'image essentielle d'une [onction g de loo(N, W). En effet,
si l'on s'interesse aux mesures non bornees il suffit de prendre I = B, pour
E la mesure discrete et pour fAo la mesure de comptage. Soit donc (bn) une
suite dense dans B; la [onction g definie sur N par

g(n) = bn ; 'VnE N

est dans lro(N, W) et repond a la question.
Si l'on s'interesse aux mesures bornees, les assertions du theoreme precedent

peuvent etre completees par Ie resultat suivant:

THEOREME 1.7. Soit W un espace de Banach; les assertions suivantes sont
equivalentes:

(a) Toute partie fermee bornee separable de W possede un compact de
meilleure approximation.

(b) II existe une mesure bornee fAo telle que V(fAo) est de dimension infinie
et telle que tout operateur representable de V(I-t) dans Wadmet une meilleure
approximation dans f[V(I-t), W].

Demonstration. II s'agit uniquement de montrer (b) => (a). Supposons
que possede une infinite d'atomes (xn ) et soit (bn ) une suite dense dans B.
La [onction g definie sur X par
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est dans L""(fL, W) et repond it la question. Si la mesure fL ne possede qu'un
nombre fini d'atomes, comme V(fL) est de dimension infinie, la mesure fL
possede une partie diffuse non nulle. Soient Xl"'" XN les atomes de fL et
(En)nEN une suite de parties de X\(xi , ... , xN ) formee d'ensembles fL-mesurables
telles que

X\{XI "'0' XN} = U En; fLoP·P·;
n

Une telle suite existe justement puisque fL est une mesure borneeo On pose g
la fonction definie sur X par

La fonction g est dans L ""(fL, W) comme Ie montre une verification immediate
et l'image essentielle de g cOIncide avec B, ce qui acheve la preuve du theoreme
compte tenu du theoreme 104.

Le probleme est maintenant de determiner les espaces de Banach qui
verifient les proprietes equivalentes des theoremes 1.6 ou 1.7. Nous en
connaissons trois types. Si Q est un compact C(Q) designe l'espace des
fonctions continues sur Q muni de sa norme habituelle.

THEOREME 1.8. Soit Tun operateur de L l(fL) dans un espace de Banach W;
alors T admet une meilleure approximation dans X"[U(fL), W] sous les hypo­
theses suivantes:

(i) West uniformement convexe,

(ii) L'operateur T est representable et West un sous-espace de C(Q) tel
qu'il existe une projection l-lipschitzienne de C(Q) sur W.

(iii) La mesure fL est bornee et West un sous-espace de fl(I) tel qu'il
existe une projection l-lipschitzienne de fl(/) sur W.

Demonstration. (i) Ii est prouve dans [10] que toute partie bornee dans
un espace uniformement convexe possede un compact de meilleure approxi­
mation; d'oiI Ie resultat puisque tout operateur de V(fL) dans West represen­
table.

(ii) Ii est prouve dans [4] que tout operateur representable ou pas de
Ll(fL) dans C(Q) possede une meilleure approximation compacte. D'ou le
resultat compte tenu du corollaire 1.5.
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(iii) Tout sous-espace separable de ll(!) est inclus dans un sous-espace
isometrique it. [1(N). II suffit donc compte tenu de l'assertion (a) du theoreme
1.7. de prouver que tout operateur de 11(N) dans lui-meme admet une meilleure
approximation compacte; resultat qui est prouve dans [10]. On conclut
grace au corollaire 1.5. sachant que tout operateur de V(f-t) dans [1(1) est
representable.

La classe des espaces de Banach W qui verifient la condition (ii) du
theoreme contient les espaces Co( Y) formes des fonctions continues sur un
espace localement compact Y et nulles a l'infini. Plus generalement, cette
classe contient les Ca-espaces, c'est-a-dire les espaces de Banach isometriques
a un espace de fonctions continues sur un compact Q muni d'une homeo­
morphie involutive a et verifiantf(a(w)) = -f(w) pour tout w de Q. D'autre
part, si W verifie la condition (ii) alors W' est isometrique aun espace V(f-t);
cependant, 1'0n ignore si la reciproque est vraie. En tous cas, il est maintenant
clair que toute partie fermee bornee d'un Ca-espace ou bien de [1(N) possede
un compact de meilleure approximation.

Soit Tun operateur de 2[V, W), on note .:f(T) Ie convexe, eventuellement
vide, des operateurs de .:f[V, W) qui realisent la meilleure approximation
de T. Les proprietes de la meilleure approximation des elements de 2[V, W]
par des elements de .:f[V, W] s'obtiennent a partir de la connaissance de
.:f(T) pour tout T de 2 [V, W] ainsi que de la connaissance de l'ensemble

{T E 2[V, W); .:f(T) 3 0].

Nous avons vu dans [4] que ce dernier ensemble est toujours d'interieur vide.
Le resultat suivant generalise un enonce de [4] etabli pour V = P(N). Un
resultat de densite analogue au suivant est prouve dans Ie cas de l'approxima­
tion des operateurs bornes d'un espace de Hilbert dans lui-meme par des
operateurs compacts par C. L. Olsen (voir reference dans [4]).

THEOREME 1.9. Soient f-t une mesure bormJe et Tun operateur representable
de 2 [V(f-t), W]. L'operateur T est adherent pour la topologie forte (resp.
faible) d'operateurs a.:f(T) des que ce demier n'est pas vide. Par consequent
.:f(T) n'est compact pour aucune des topologies naturelles sur .:f[U(f-t), W)
des qu'il n'est pas vide et que Tn'est pas compact.

Demonstration. Supposons l'ensemble .:f(T) non vide et l'operateur T
non compact, sinon il n'y a rien aprouver. D'apres Ie thCoreme 1.4. l'ensemble
Bg, image essentielle de la fonction g de Loo(f-t, W) qui represente T, admet
un compact Ko qui realise sa meilleure approximation. Comme Bg est
separable, puisque f-t est bornee, on choisit une suite (bn)neN dense dans Bg.
Soit t l'operateur de 11(N) dans W defini par
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L'operateur t admet une meilleure approximation S dans g[!l(N), W]
d'apres Ie theoreme 1.4. L'operateur t n'est pas compact des que T ne l'est pas
et dans ce cas t ne coincide pas avec S. Soit Pn la projection de peN) sur
l'espace engendre par les n premiers vecteurs de la base canonique; on pose

C'est une suite d'operateurs compacts qui converge pour la topologie forte
d'operateurs vers t. De plus, on a

ce qui montre que les Sn sont dans get). Chaque operateur Sn est canonique­
ment associe d'apres Ie theoreme 1.4., aun compact Kn qui realise la meilleure
approximation de Bg. On peut en fait poser Kn = conv{Sn(ep);p E N} ou (e p)
est la base canonique de peN). D'apres la construction de Sn on a

Par consequent, on a l'inclusion suivante

BgC UKn .
n

(*)

Si gn est la fonction de Loo(/-" W) aimage essentielle dans Kn construite dans
Ie Theoreme 1.4. et qui represente un operateur compact Sn qui realise la
meilleure approximation de T, on a d'apres l'inc1usion (*) et la construction
du theoreme 1.4.

lim II g(x) - gn(x)lloo = o.
n

Le theoreme de convergence dominee montre que pour toute fonction simple
f = L;~l XEPi on a

lim II Sn(f) - T(f)11 = O.
n

On conc1ut que la suite Sn converge vers T pour la topologie forte d'operateurs
d'apres Ie theoreme de Banach-Steinhauss.

Le fait que geT) n'est pas compact pour la topologie forte est maintenant
evident. Ceci montre que geT) n'est pas compact pour la topologie de la
norme qui est plus fine. Le fait que T est adherent ageT) pour la topologie
faible est consequence de ce qui precede puisque cette topologie est moins
fine que celIe de la convergence forte d'operateurs. De la. on deduit que
geT) n'est pas compact pour la topologie faible d'operateurs.
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Signalons que l'hypothese affirmant que T est un operateur representable
est necessaire pour Ie resultat precedent. En effet, il est possible de montrer
que l'identite de V([O, 1]) ne verifie pas la conclusion du th60reme [voir [5]].

II. ApPROXIMATION DES OPERATEURS A VALEURS DANS C(Q)

II s'agit de rechercher dans cette partie des resultats concernant l'approxi­
mation des operateurs avaleurs dans un espace C(Q). Si V et W sont deux
espaces de Banach, il est clair que pour tout operateur T de 2'[ V, W] on a

d(T', $'[W', V']) ~ d(T, $'[V, W]).

Cependant, si West reflexif alors tout operateur de 2'[W', V'] est Ie transpose
d'un operateur de 2'[V, W]. II est maintenant aise de verifier que si West
reflexif un operateur de 2'[W', V'] admet une meilleure approximation dans
$'[W', V'] si et seulement s'il est Ie transpose d'un operateur de 2'[V, W] qui
admet une meilleure approximation dans $'[V, W]. Ainsi, si West uniforme­
ment lisse et Q est un compact hyperstonien (i.e. C(Q) est un espace dual)
Ie Theoreme 1.8 (i) implique que tout operateur de 2'[V, C(Q)] admet une
meilleure approximation dans $'[V, C(Q)]. Ce resultat sera renforce dans la
proposition suivante:

PROPOSITION 2.1. Soient Q un compact et V un espace de Banach tel que
toute partie bornee de V' admet un compact de meilleure approximation. Pour
tout operateur T de 2'(V, C(Q)] it existe un operateur compact S de V dans
l'espace B(Q) des fonctions bornees sur Q tel que

II T - S II ~ d(T, $'[V, C(Q)]).

Si Q est un compact stonien it existe une meilleure approximation de T dans
$'[V, C(Q)].

Demonstration. Soit ep l'application de Q dans V' qui est canoniquement
associee a l'operateur T. L'hypothese sur V' implique l'existence d'un
compact K qui realise la meilleure approximation de ep(Q). De plus, la
remarque precedente et la proposition 1.2. montrent que

d(T, $'[V, C(Q)] ;:? ex [ep(Q)].

Soit P la projection de meilleure approximation de V' sur K; comme ce
dernier est compact, cette application prend ses valeurs dans I'ensemble des
parties fermees non vide de K. Par un raisonnement de compacite on peut
verifier que Pest s.c.s. D'apres Ie th60reme de Kuratowski et Ryll-Nardzewski
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il existe une selection borelienne II de cette application. Soit S 1'0p6rateur de
V dans B(Q) defini par

S(v) = eoep(w)(v); 'riVE V; wEQ.

Cet operateur est compact puisque l'image de Q par eoep est incluse dans une
partie normiquement compacte de V' a savoir K. De plus, on a

II T - S II = n:[ep(Q)] ~ d(T, %[V, C(Q)]).

Si Q est un compact stonien, il existe une projection lineaire Q de norme 1
de B(Q) sur C(Q); l'operateur QoS de V dans C(Q) realise la meilleure appro­
ximation de T dans %[V, C(Q)].

Remarque. Si tout borelien pour la norme de V' est un borelien pour la
structure induite par la topologie a(V', V) la construction precedente montre
que l'operateur S prend ses valeurs dans Bor(Q) l'espace des fonctions
boreliennes sur Q. Cette situation se presente, par exemple d'apres [2] dans
Ie cas OU l'espace V' possede la propriete (**) definie par:

Les topologies de la norme et a(V', V) coincident sur la sphere
unite de l'espace V', (**)

ou plus generalement si les structures boreliennes induites par la norme et
par a(V', V) coincident sur la sphere unite de V'.

C'est en particulier Ie cas si l'espace V' est uniformement convexe ou bien
V = Co(l'~J) puisque dans ces deux cas V' verifie l'hypothese de la proposition
ainsi que la condition (**). Si V' est uniformement convexe on a meme mieux:

THEOREME 2.2. Soient Q un compact et V un espace de Banach uniforme­
ment lisse (t.e. V' uniformement convexe). Pour tout operateur T de .P[V, C(Q)]
if existe une partie Z de Q qui est un G6 dense et un operateur compact S de V
dans Bor(Q) tels que

(I) II T - S II ~ d(T, %[V, C(Q)]).

(2) Pour tout V de V lafonction S(v) est continue en tout point de Z.

Demonstration. Soit ep l'application de Q dans V' canoniquement associee
a l'operateur T. D'apres Ie theoreme 1.8. il existe un compact K qui realise

la meilleure approximation de ep(Q). Soient Ko = conv(K) et P la projection
de meilleure approximation de V' sur Ko . Pour tout V' l'ensemble P(v') est
reduit aun point acause de la stricte convexite de V'. De plus, l'application P
est continue d'apres Ie Lemme 2.3. dont la preuve est implicitement donnee
dans [12]. D'apres [11] il existe une partie Z de Q qui est un G6 dense telle
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que l'application ep de Q dans V' muni de sa norme est continue en tout
point de Z. L'operateur S defini sur V par

S(v)(W) = Poep(w)(v); \:Iv E V; WEQ;

prend ses valeurs a priori dans B(Q). Pour tout v la fonction S(v) est continue
en tout point de Z. Pour montrer que S(v) est borelienne on utilise la remarque
precedent ce theoreme; en elfet V' etant uniformement convexe les topologies
de la norme et a(V', V) cOIncident sur la sphere unite de V'. Un espace de
Banach E est dit localement uniformement convexe si II en II = I = Ii ell et
II en + e il -->- 2 impliquent II en - e 11-.... O. Si E possede cette propriete il est
aise de verifier que pour toute suite (en) qui converge faiblement vers e et telle
que II en 11-->-11 e lion a II en - e 11-->- O. Un espace de Banach uniformement
convexe verifie evidemment les conditions precedentes.

LEMME 2.3. Soit Ko un convexe ferme dans un espace de Banach E qui est
localement uniformement convexe. On suppose que l'intersection de J( avec
toute boule fermee de E est aCe, E') compacte. Alors la projection de meilleure
approximation de E sur Ko est continue.

Comme Ie montre un examen des preuves precedentes, l'operateur S
construit plus haut sera dans f[V, C(Q)] des que la projection P de V' sur Ko
sera continue pour a(V', V) sur les parties bornees de V'. C'est evidemment
Ie cas si Vest un espace de Hilbert. D'ailleurs c'est la preuve de ce resultat
qui nous guide dans la formulation de l'assertion suivante. Rappelons que si
E est un espace de Banach lisse on pose pour tout e de E\{O}

G( ') - I' II e + te' II - II e II . \.J' E'e, e - 1m , ve E ,
/"'0+ t

ou G(e, e') est la derivee de la norme au point e et dans la direction e'. II est
connu que G(e, .) est une fonctionnelle de la sphere unite de E'. Dans Ie
theoreme suivant on considere les espaces de Banach V unformement lisse et
strictement convexe tels que I'application v' 1-+ G(v' , -) est continue sur les
bornes de V' pour les topologies faibles de V' et de V. Cette classe n'est pas
vide puisqu'elle contient les espaces IP, I < p < 00, d'apres [I], cependant
elle ne contient aucun des espaces LP([O, I]); p E ]1, 2[u]2, 00[.

THEOREME 2.4. Soient Q un compact et V un espace de Banach uniforme­
ment lisse et strictement convexe. On suppose que l'application v' I-+.G(v', .)
est continue sur les bornes de V' pour les topologies faibles de V' et de V. Tout
operateur de .P[V, C(Q)] admet une meilleure approximation dans f[ V, C(Q)].

Demonstration. Comme V' est uniformement convexe il suffit pour etablir
Ie theoreme de montrer, compte tenu des remarques precedentes, que la
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projection de meilleure approximation sur tout convexe compact est con­
tinue sur les bornes de V' pour la topologie a( V', V). L'hypothese sur V
implique que V' est lisse, ainsi l'application v' f-+ G(v', .) est bien definie.
Soit (v:) une famille ultrafiltree bornee dans V' qui converge faiblement
vers un point v. Le point P(v:) de K qui realise la meilleure approximation
de v: est caracterise par Ie fait qu'il existe Vo; dans V tel que

(i) II Vo; II = 1;

(ii) vo;(v: - P(v:» = II v: - P(v:)II;

(iii) vo;(P(v~) - k) ~ 0; Vk E K.

Ceci provient du theoreme de separation de Hahn-Banach applique au
convexe K et ala boule ouverte de centre v~ et de rayon d(v~ , K). Le point Vo;
est l'unique element de la sphere unite de V qui verifie (ii) puisque V' est
lisse. II cOIncide donc avec G(v~ - P(v:), .) = Vo; .

Comme K est compact la famille (P(v~» converge pour la norme vers un
point I de K. L'hypothese montre que la famille (vo;) converge faiblement vers
v = G(v' - I, l Comme (vo;) converge faiblement vers v et (P(v~» converge
pour la norme vers I on a

I vo;(P(v'» - v(l)1 ~ I vo;(P(v') - 1)1 + I(vo; - v)(1) I

~ II P(v~) - III + I(vo; - v)(1)1,

ce qui montre que viP(v:» converge vers v(l). Ainsi l'inegalite (iii) donne par
passage a la limite l'inegalite suivante:

V(l- k) ~ 0; VkEK.

11 existe par consequent un element v de la sphere unite de V tel que v(v' - I) =

G(v' - I, v' - I) = II v' - III et v(1 - k) ~ 0 pour tout k de K. Ceci montre
que I est Ie point de K qui realise la meilleure approximation de v'. Ainsi
P(v') = let l'application Pest donc continue pour la topologie faible de V'.

Ainsi pour tout operateur de V = IP, 1 ~ p < 00 dans C(Q) adtnet une
meilleure approximation dans 2'[V, C(Q)]. En effet, pour p = 1 Ie resultat
provient de [4] et pour p E ]1, oo[ ceci provient de ce qui precede. La situation
est differente pour V = LP([O, 1]); p E ]1, 2[ IJ ]2, 00[. En effet, dans ce cas,
la projection de meilleure approximation sur un compact convexe n'est pas
toujours faiblement continue sur les parties bornees, puisque J. Lambert
[13, p. 48] a demontre que Ia projection de meilleure approximation sur un
sousespace de dimension finie est faiblement discontinue.

Signalons que J. Mach a montre que tout operateur de IP, 1 < p < 00

dans C(Q) admet une meilleure approximation compacte par des methodes
differentes de celles utilisees ici. D'autre part, pour tout espace de Banach V
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tout operateur de 2[V, Co(I)] admet une meilleure approximation dans
f[V, Co(I)]. Ceci se demontre par des methodes distinctes de celles utilisees
ici comme on peut Ie voir en consultant [5].

III. ApPROXIMATION POUR DES OPERATEURS DE RANG FlNI

Il s'agit, pour un entier n donne et pour un operateur T de 2 [V, W] de
trouver un operateur S dans l'ensemble fn[V, W] des operateurs de rang
inferieur ou egal an tel que

II T - S I! = inf{11 T - R II; R E fn[V, W]}.

L'ensemble fn[V, W] n'est pas un espace vectoriel mais un cone (ni convexe,
ni saillant) ferme dans 2[V, W]. Si V = V(p,) on dira qu'un operateur S de
fn[V, W] est un operateur n-simple s'il existe une famille (Ei)i=l. ....n d'en­
sembles p,-disjoints tels que X = U:I Ei p,.p.p. et s'il existe une suite finie
(Wi)i~l. ....n dans W tels que

On note 9"n[V(P,), W] Ie cone des operateurs n-simples. Dans la suite on
designe par s = (WI'"'' W n) un point de l'espace produit wn. Soit B une partie
bornee de W; on pose pour tout entier n ~ 1:

Rn[B, W] = inf{sup[d(x, s); x E B]; SEwn}.

Suivant [6] on dira qu'un point s* = (WI'"'' wn) de wn est une meilleure
n-suite pour l'ensemble B si l'on a

Rn[B, W] = sup[d(x, s*); x E B].

Il est clair que pour un sous-espace M de W on a

lRn[B, W] ~ Rn[B, M] ~ Rn[B, W];

alB, W] = inf{Rn[B, W]; n EN}.

Dans la suite on ecrira simplement Rn[B], sans mention de l'espace considere,
si aucune confusion n'est acraindre.

THEOREME 3.1. Soit T un operateur de 2[V(p,), W] representable par
une fonction g de Loo(p" W). Alors Bg admet une meilleure n-suite si et seule­
ment si l'operateur T admet une meilleure approximation dans Ie cone des
operateurs n-simples.
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Demonstration. Soit s* = (WI"'" Wn) une meilleure n-suite pour l'image
essentielle Bg de la fonction g de U'(fL, W) qui represente T. Soit (BI , ... , Bn)

la partition de Bg en ensembles boreliens consideree dans la preuve de la
proposition 1.2. L'operateur So de V = U(fL) dans W defini par

oil Ei = g-I(Bi ) est l'operateur n-simple recherche. En effet, si S est un opera­
teur de 9'n[U(fL), W] defini par

on ales inegalites suivantes oil l'on a pose s = (WI"'" W n)

II T - S I! = II g - ~ XF,Wi 1100 ~ sup. ess. [d(g(x), S); x E X]

= sup[d(b, S); b E Bg] ~ sup[d(b, S*); b E Bg]

= II T-Soll.

Ce qui montre que So est l'operateur recherche et acheve la demonstration de
la premiere partie.

Inversement, si T admet une meilleure approximation S dans l'ensemble
des operateurs n-simples, l'operateur S etant defini par

S(f) = f (J fdfL) Wi ,
~=1 E~

il s'agit de montrer que s = (WI'"'' W n) est une meilleure n-suite pour l'en­
semble Bg. Sinon, il existe une n-suite s' = (w~ ,... , w~) telle que

sup[d(b, s'); bE Bg] < sup[d(b, s); bE Bg].

Si S' est l'operateur n-simple assode a la suite s' comme plus haut, il est
aise de verifier que

II T - s' I! = sup[d(b, s'); bE Bg] < sup[d(b, s); bE Bg] = II T - S II

ce qui montre que S n'est pas une meilleure approximation de T dans Ie
cone des operateurs n-simples et contredit l'hypothese.

Les espaces de Banach W tels que tous les ensembles bomes possedent
une meilleure n-suite, pour tout n ~ I, sont etudies dans [6]. lei, ce qui nous
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interesse sont les parties fermees qui sont des images essentielles de fonc­
tions de L "'(iL, W). Ces parties sont evidemment separables si l'on ne considere
que des mesures bornees, par contre, si l'on admet les mesures non bornees
toute partie fermee bornee est l'image essentielle d'une fonction de L"'(iL, W)
pour une mesure iL adequate. En tout cas, d'apres [6] on a Ie resultat suivant:

PROPOSITION 3.2. SoU W un espace de Banach tel qu'i! existe une projection
l-lipschUzienne de W" sur W (en particulier, si West un dual ou bien si
W = VeiL))' Alors pour tout entier n i! existe une meilleure approximation de T
dans Ie cone des operateurs n-simples.

Cette proposition ne constitue pas une caracterisation des espaces de
Banach qui verifient l'assertion precedente. En effet, d'apres [6] tout borne de
W = Co(l~J) possede pour tout n une meilleure n-suite et pourtant il n'existe
pas de projection l-lipschitzienne de 1"'(N) sur Co(N). En ce qui concerne
les mesures bornees on a l'analogue du Theoreme 1.7. que nous donnons
sans preuve.

THEOREME 3.3. Soient W un espace de Banach et n ? 1; les assertions
suivantes sont equivalentes:

(a) Toute partie fermee bornee separable de W admet une meilleure
n-suite.

(b) Tout operateur de peN) dans Wadmet une meilleure approximation
dans Y'n[ll(N), W].

(c) Pour toute mesure bornee iL tout operateur representable de VeiL)
dans Wadmet une meilleure approximation dans .'l'n[V(iL), W].

(d) Ii existe une mesure bornee iL telie que VeiL) soit de dimension
injinie et telie que tout operateur representable de VeiL) dans W admet une
meilleure approximation dans .'l'n[V(iL), W].

Nous nous tournons maintenant vers l'etude de la meilleure approximation
des operateurs representables par des elements de fn[V, W] oil V = VeiL);
pour cela designons par .n"n l'ensemble des sous-espaces de W de dimension
inferieure a n. Posons pour une partie bornee B de W

Sn[B, W] = inf{sup[d(x, H); x E B]; HE .n"n}.

Un sous-espace Hn de.n"n est dit une meilleure n-section de B si 1'0n a

Sn[B, W] = sup[d(x, Hn); x E B].

Comme plus haut, on ecrira simplement Sn[B] sans mention de l'espace si
aucune confusion n'est acraindre.
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THEOREME 3.4. Soient T un operateur representable de .P[V(JL), W] et
n ~ 1. Les assertions suivantes sont equivalentes:

(a) II existe un operateur So de ./'f;.[V(JL), W] qui realise la meilleure
approximation de T.

(b) Il existe une meilleure n-section de l'image essentielle Bg de la
fonction g qui represente T.

De plus, pour un tel operateur T on a d(T, fn[V, WD = Sn[Bg].

Demonstration. (a) => (b) Soient So un operateur qui verifie l'hypothese
(a) et H n Ie sous-espace So(V(JL»' Supposons que H n n'est pas une meilleure
n-section, il existe done un sous-espace H de W de dimension inferieure a
n tel que

Sn[Bg] ~ sup[d(b, H); bE Bg] < sup[d(b, H n); bE Bg].

Soit PH la projection de meilleure approximation de W sur Ie sous-espace H.
Cette application muItivoque prend ses valeurs dans l'ensemble des parties
convexes non vides de H puisque ce dernier est de dimension finie. Pour cette
meme raison d'ailleurs, PH est S.c.S. Le theoreme de selection de Kuratowski
et Ryll-Nardzewski permet de construire une selection borelienne rp. Soit
S l'operateur represente par rp 0 g qui est une fonction de Loo(JL, H); cet
operateur est de rang fini et de plus son image est inc1use dans H. D'autre
part, on ales inegalites suivantes:

II T - S II = sup[d(b, H); bE Bg] < sup[d(b, H n); bE Bg] ~ II T - So II

ce qui contredit l'hypothese sur So et acheve la demonstration de l'assertion.

(b) => (a) Soient H n un sous-espace de dimension inferieure a n qui est une
meilleure n-section pour Bg, So l'operateur associe a l'espace fln construit
comme plus haut, on a

II T - SO II = II g - rp 0 g 1100 = sup. ess.[11 g(x) - rp 0 g(x)ll; x E X]

= sup[d(b, H n); bE Bg] = Sn[Bg].

D'autre part, si S est un operateur de rang inferieur a n de V(JL) dans Wet
si H n est l'image de V(JL) par S on a

II T - S II = sup[11 T(f) - S(f)II;fE B(V(JL»]

~ sup[d(T(f), H n); IE B(V(JL»];

Sn[T(B(V»] ~ Sn[Bg].

La derniere egalite provient du fait deja remarque que T(B( V» contient Bg.
Ceci montre que So est l'operateur recherche. Cette preuve montre la derniere
assertion du theoreme a savoir que la distance de Ta l'ensemble fn(U(fL), W1
est egale a Sn[Bg].
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PROPOSITION 3.5. Soient T un operateur representable de 2 [V, W] OU
V = D(p,) et n ~ 1. Alors T(B(V)) admet une meilleure n-section si et seulement
si l'operateur T admet une meilleure approximation dans x;.[V, W]. De plus
on a

Demonstration. Soit E > 0; il existe un operateur S de rang inferieur a n
defini sur V et avaleurs dans W tel que

II T - SII ~ d(T, xn[V, WD + E.

D'apres Ie theoreme precedent on a

Sn[Bg] + E ~ II T - SII = sup[11 T(f) - S(f)II;fE B(D(fL))]

~ sup[d(T(f), S(V));fE B(D(fL))];

~ Sn[T(B(V))] ~ Sn[Bg],

d'ou l'egalite annoncee. Supposons maintenant que T(B(V)) possede une
meilleure n-section H n ; on a

Sn[Bg] ~ sup[d(b, H n); bE Bg] ~ sup[d(b, H n); bE T(B(V))]

Sn[T(B(V))] = Sn[Bg].

Ce qui montre que Ie sous-espace Hn de West une meillaure n-section de
l'ensemble Bg. En effet, la deuxieme inegalite provient de l'inclusion

conv[Bg U -Bg] C T(B(V)) et la derniere egalite provient de la deuxieme
assertion de la proposition. Maintenant en faisant appel au theoreme
precedent on voit que l'operateur T possede une meilleure approximation
dans x;.[V, W].

Inversement, si T possede une meilleure approximation S dans xn[V, W]
alors Ie sous-espace S(V) est une meilleure n-section de T(B(V)). En effet,
on a d'une part d(T, xn[V, W]) = Sn[T(B(V)). En effet, on a d'une part
ntn[V, WD = Sn[T(B(V))], et d'autre part

Sn[T(B(V))] ~ sup[d(T(f), S(V));fE B(V)]

~ sup[11 T(f) - S(f)II; fE B(V)] = II T - SII
= Sn[T(B(V))];

d'ou Ie resultat annonce.
En utilisant les deux resultats precedents il suffit, pour exhiber une classe

d'espaces W tels que tout operateur representable T de V = U(fL) (resp.
ou fL est bornee) dans W admette une meilleure approximation dans x;.[V, W]
d'exhiber une meilleure n-section. D'apres [6] on a donc:
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PROPOSITION 3.6. Soit W un espace de Banach tel qu'il existe une projection
lineaire de norme 1 de WI' sur W (en particulier si West un dualou bien si
W = V(v» alors pour tout n ? 1 it existe pour tout operateur representable
de 2[V, W] OU V = V(J1-) une meilleure approximation dans f"n[V, W].

En ce qui concerne les mesures bornees signalons un resultat analogue
aux Theoremes 1.7. et 3.3.; nous ne rappelons pas ce resultat pour ne pas
alourdir Ie texte. En procedant par dualite comme dans la deuxieme partie.

PROPOSITION 3.7. (a) Soient V un espace de Banach, Q un compact et
n ? 1; alors pour tout operateur T de V dans C(Q) it existe un operateur S de
..Jf;.[V, B(Q)] tel que II T - S II :s;; d(T, f"n[V, C(Q)]. Si Q est stonien on peut
choisir S dans f"n[V, C(Q)].

(b) Soient V un espace de Banach dont Ie dual est strictement convexe,
Q un compact et n ? 1; alors tout operateur compact de V dans C(Q) admet
une meilleure approximation dans f"n[V, C(Q)].

Demonstration. (a) Soit cp la fonction continue de Q dans V' muni de
a(V', V) qui est canoniquement associee a l'operateur T. L'ensemble cp(Q)
possede une meilleure n-section H n d'apres [6]. Soit P la projection de
meilleure approximation de V' sur Ie sous-espace H n ; on a deja vu que cette
application admet une selection borelienne O. L'operateur S defini par

S(v)(w) = Oocp(w)(v); Vw EQ; VVE V;

est l'operateur recherche. En eifet, pour tout v de VIa fonction S(v) est bornee
sur Q et de plus S est de rang inferieur ou egaI a n puisque Oocp(Q) est inclus
dans un sous-espace de V' de dimension au plus egale an. D'autre part, on a
en posant W = C(Q):

Si Q est un compact stonien on acheve la demonstration en utilisant Ie fait
qu'il existe une projection Q de norme 1 de B(Q) sur C(Q); en eifet Q 0 S
est l'operateur de ..Jf;.[v, C(Q)] qui constitue la meilleure approximation de T.

(b) On procede commedans la premiere partie en utilisant toutefois
les deux remarques suivantes. D'une part, la fonction cp associee a Test
continue de Q dans V' muni de sa norme puisque Test ici un operateur
compact. D'autre part, l'espace V' etant strictement convexe et Hn de
dimension finie la projection de meilleure approximation P de V' sur H n est
univoque et continue sur V' muni de sa norme [13, p. 44]. Ainsi pour tout v
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de Via fonction S(v) = () 0 T(W)(v) = po T(W)(v) est continue sur Q; d'ou
Ie resultat.

Si les structures boreliennes de la sphere unite de V' pour a(V', V) et pour
la norme cOIncident, ce qui est Ie cas en particulier si les topologies induites
par a(V', V) et par la norme cOIncident sur cet ensemble (c'est Ie cas si Vest
uniformement lisse ou bien V = Co(f"'J)), alors l'operateur S construit dans
la premiere partie de la proposition precedente, prend en fait ses valeurs
dans Bor(Q). D'autre part, si Vest reflexif on peut en faisant aI'pel a [II]
affirmer qu'il existe pour tout operateur Tun GB dense Z dans Q tel que pour
tout v de V la fonction S(v) soit continue en chaque point de Z. De meme,
si Vest quelconque mais si l'operateur Test faiblement compact, on peut en
utilisant [II] arriver au meme resultat. La preuve de la proposition precedente
permet de demontrer Ie resultat suivant:

THEOREME 3.8. Soient Q un compact et V un espace de Banach reflexif
lisse et strictement convexe. On suppose que l'application v' f-+ G(v', .) est
continue sur les parties bornees de V' pour les topologies Jaibles de V' et de V.
Tout operateur de :l'[V, C(Q)] admet une meilleure approximation dans
fn[V, C(Q)].

Demonstration. II suffit de prouver, compte tenu des resultats precedents,
que la projection de meilleure approximation P de V' sur un sous-espace H
de dimension finie est faiblement continue sur les parties bornees de V'.
La preuve est similaire a ceIle du Theoreme 2.4. et s'adapte facilement a
partir de celle-ci. Soit (v~) une famille ultrafiltree et bornee de V' qui converge
vers un point v'. Le point P(v~) est Ie point de H qui est caracterise par Ie fait
qu'il existe v~ dans V tel que

(i) II v~ II = I;

(ii) v~(v~ - P(v~)) = II v~ - P(v~)li;

(iii) v, in = O.

Le point v", cOIncide avec G(v~ - P(v~), .) et l'hypothese sur H implique
que la famiIle (P(v~)) converge pour la norme vers un point I de H. L'hypo­
these implique que la famille (v",) converge faiblement vers v = (v - I, -).
En passant a Ia limite dans les egalites (i), (ii), (iii) on voit que I = P(v') et
que Pest faiblement continue sur les parties bornees de V'. En fait, ce
resultat est un cas particulier d'un theoreme de Holmes [13, p. 48].

Signalons, encore une fois, que les espact';s V = IfI, 1 < p < 00 verifient
l'hypothese du theoreme precedent. Cependant la situation est differente dans
Ie cas des espaces V = LP(v); P E ]1, 2[ u ]2, 00[, ou vest une mesure bornee
sans atome. En effet, d'apres J. Lambert [13, p. 48] pour un tel espace Via
projection de meilleure approximation de V' sur tout sous-espace de dimen­
sion finie est faiblement discontinue.
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